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Einleitune. 


Nachdem Herr Prof. Hölder den Nachweis geliefert hat, dass 
alle additiv periodischen Functionen zweiter Gattung (x), welche 
wie die I-Function der Functionalgleichung genügen 

ga +h)=x: Pla), 
keine algebraische Differentialgleichung befriedigen (Math. Annalen 
Band XXVINM), soll in der vorliegenden Arbeit untersucht werden, 
wie sich in dieser Beziehung andere periodische Functionen zweiter 
Gattung — sowohl additiv als auch multiplicatorisch periodische — 
verhalten. 

Statt der betreffenden Functionen p(x) selbst können auch die 
Ableitungen ihrer Logarithmen untersucht werden, die in der Folge 
mit d(x) bezeichnet werden sollen; denn einerseits ist klar, dass 
eine algebraische Differentialgleichung für Y(x), wobei also 

dlgy(x N 
vr 
ist, auch eine solche für p(x) nach sich zieht, andererseits hat Hölder 
gezeigt, dass umgekehrt eine algebraische Differentialgleichung für 
p(x) auch eine solche für Y(x) bedingt. 


81. 
Die additiv periodischen Functionen zweiter Gattung, die der 
Funetionalgleichung genügen g(@+c)=4g(x): p(x). 


Aus der Beziehung 


(1) (+) = ge) : P(R) 
folgt für Y(«) 
(2) v@+)=-L2 +90). 


(Unter g(x), @(x) sollen immer ganze, unter r(x), R(x) rationale 
Functionen von x verstanden sein.) 
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Aus (2) ergiebt sich durch Differentiation: 
RG) 


(3) +) = — +9). 


da” 


Angenommen, es existire für d(x) eine algebraische Differential- 
gleichung, so kann man ihr die Form einer ganzen Function von 
dx), WR) ... dx) geben mit Coefficienten, die rationale Functionen 
von x sind. Man ordne die Glieder nach Dimensionen und stelle 
unter den Gliedern der höchsten Dimension m (m 21) dasjenige 
voran, das die höchste Ableitung in der höchsten Potenz enthält. 
Bei gleichen derartigen Gliedern entscheide die nächsthöchste Ab- 
leitung in der höchsten Potenz u. s. w. Nachdem man noch durch 
den Coefficienten des höchsten Gliedes dividirt hat, laute die Glei- 
chung, in der für d(x),.... v®l&), g(&), ... 9®(z) kurz br: 
9, -.. 9” gesetzt werde: 


ı | 
(4) var yo... pw? u R,(a) yo yoP ... ya ya + X(d)—=0. 
1 


Hierbei st «+ +. --+A=m; die R,(x) können constant, auch 
0 sein; ist s—= |, so ist Y" = Y; in X(x) seien die übrigen Glieder 
m‘ und die Glieder von niedrigerer Dimension enthalten. | 

Die Gleichung (4) müsste auch bestehen, wenn für 2:2 te 
gesetzt wird. Unter Berücksichtigung der Beziehungen (2) und (3) 
ginge sie dann über in 


le 

(a) ge, () CEIN IR |, (2) we 

alle u RAN N ze B 
are) (er) 

5 s GREREA Dr IT 

(8) N) Na rn 


el i—1 ga: 
RU RORAR 4 vu) + ea +Xa +)=0. 


Wenn man die Potenzen entwickelt, die Glieder ausmultipli- 
cirt und die Gleichung (4) davon abzieht, so fällt das höchste 
Glied weg. < 

Kann der Rest identisch verschwinden? Wenn die R,(z) in (4) 
nicht alle constant oder O sind, gewiss nicht. Denn habe z. B. eines 
der Glieder m" Dimension in (4) den Coeffieienten R,(x), so lautet 
derselbe in (5) R,(@ + c) und das betreffende Glied käme in der 
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Restgleichung mit dem Coefficienten R,(« + c) — R,(x) vor, der 
nicht identisch verschwinden kann, da sonst 
R(&)=R(&+c0)=R(&-+2cd)=--- 

wäre. REN 
Wären also nicht alle R,(x) constant, so wäre die Restgleichung 
keine Identität, hätte aber mindestens ein Glied m Dimension weniger 
als (4). Durch Fortsetzung desselben Verfahrens käme man schliess- 
lich auf eine Gleichung, die nur noch ein Glied m‘ Dimension ent- 
hält oder auf eine solche, deren Glieder m*“ Dimension constante 
Coefficienten haben. Man kann also annehmen, dass in (4) alle R,(z) 
constant = c, sind. 

Um die Restgleichung auf ihr identisches Verschwinden zu prüfen, 
werde das Glied (m — 1)‘ Dimension betrachtet: 


a) A— 
(6) var. yet, 
für das man folgenden Coefficienten findet: 
a 
I) aus dem ersten Gliede von (5) A—%, 
d& 
I Per 
II) aus den andern Gliedern m‘* Dimension Drau, wozu 
1 x& 


III) noch kommen kann: R(&-+c) — R(«), wenn das Glied (6) 
in (4) mit dem Üoefficienten R(x) vorkam. 
Der Gesammtcoefficient des Gliedes (6) in der Restgleichung 
kann also lauten: 


FLER 1 ERRNı 
” 9 | 
(7) An + az rt R@+9)— RO) 
Kann derselbe identisch verschwinden, also für jedes x: 
1% ı rl 
9 } grzE SRE 
(8) 1 Me — R(«) — R(x-+ 0) 
sein? 
Zunächst ist klar, dass die linke Seite für sich nicht identisch 


verschwinden kann, denn die verschiedenen Ableitungen von I sind 


rationale Functionen, für die die Differenz der Grade im Zähler und 
Nenner für jede Ableitung eine andere ist, so dass sich die Potenzen 
im Zähler, wenn man alles auf den gleichen Nenner bringt, nicht 
identisch wegheben können. 
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Es soll nun gezeigt werden, dass (8) überhaupt nicht bestehen 
kann. Zu dem Zwecke werde zunächst angenommen, dass c, von O 
verschieden sei, so dass (8) laute: 


3 el gs 


(8a) +05 = Ra) —Ra+ 0) 


Integrirt man diese Gleichung, so entsteht, wenn 


a 
Tele) - 
@)=% = an ae 
al | b; Ab SR m 
(@ — P) (Pe 
a ee 
“ (© — 0) (8 — 0) 
ist, 
Ar, 2 1 9-1 . 
) u BE + eur +0 gs@) + =) — @re) 


Kr (x — 0) (x. — Br». . (2 — 0)" 
+R (&)—R, (ce +c)+1g (re 


wobei die Bedeutung von 9,(x) und R, (x) leicht ersichtlich ist. 

In dieser Gleichung (9) lassen sich alle Glieder mit Ausnahme 
der Logarithmen zu einer einzigen rationalen Function zusammen- 
fassen, so dass man kurz schreiben kann: 


I @—- HR N. wog 

El re: wa H+ geht Hr... or cn 
Vereinigt man noch die rechte Seite zu einem einzigen Loga- 
rithmus und umkreist, nachdem man gleiche Factoren im Zähler und 
Nenner weggehoben hat, einen singulären Punkt desselben, so würde 
die rechte Seite um ein Multiplum von 2x: zunehmen, während die 
linke unverändert bliebe. Gleichung (10) und damit auch (9) könnte 
also nur bestehen, wenn jede Seite für sich verschwindet, d. h. wenn 


— 1g ga)”. 


c (& rm a)” (& sun BP TER (x 2 ey": 
se Li aa tja pt... @-erg 
oder 
(12) ER RR N 


a ++. @-e+g 


wäre, was unmöglich ist. 
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Wenn also in (8) c; von Null verschieden ist, so ist die Gleichung 
unmöglich. Ist aber 4—=0, so lässt sich (8) immer auf die Form 
(3a) bringen. Integrirt man nämlich (8), so 


di! g n at g 


(13) Ben EI et Ba) There) 


| @— 0% wg" 
R,(&)— R(x-+ ec lg nr 
ir A) 1( nr Ir — a +0"... (co -+ 


Das Bestehen dieser Gleichung fordert zunächst das Verschwin- 
den des Logarithmus. _Vereinigt man 9,(@) — 1, +09 — 0, zu 
9,(x) und bedenkt, dass alle übrigen Glieder von (13) auf einen 
Nenner gebracht eine rationale Function ergeben, die im Zähler von 
geringerem Grade ist als im Nenner, weil jedes einzelne Glied diesen 


Charakter hat, so muss auch die ganze Function 9,(x) = 0 sein, so 
dass von (13) bleibt: 


dd’ ıc d’- id 


4 De = R)— Bet) 


Diese Gleichung hat die Form (8) mit dem Unterschiede, dass 
alle Ableitungen der linken Seite um eins erniedrigt sind. Man sieht 
leicht, dass man durch fortgesetztes Integriren auf die Form (8a) 
gelangt, deren Unmöglichkeit bewiesen ist. 

Damit ist gezeigt, dass der Coefficient des Gliedes (6) in der 
Restgleichung nicht identisch verschwinden kann, so dass diese 
Gleichung selbst keine Identität ist. Sie enthält aber keine Glieder 
m" Dimension mehr. 

Dividirt man wieder durch den Coefficienten des höchsten Grlie- 
des und verfährt wie vorher, so gelangt man schliesslich nach wieder- 
holter Anwendung des Verfahrens zu einer Gleichung, die nur noch 
Glieder erster Dimension mit constanten Üoefficienten enthält. Sie 
laute: 


(1) un + Die ya-9 + Rio) — 0. 


Setzt man auch hier für ©:2-+ c und zieht Gleichung (15) ab, 
so bleibt 


(14) .1- 


Pa 
(16) 1 + Re +) — Ro) =0, 


eine Gleichung von ie Form (8), die also nicht bestehen kann. 
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Es ist damit gezeigt: 
Functionen Y(x) mit der Functionalgleichung 
va +)— 5, + %@) 
können einer algebraischen Differentialgleichung nicht ge- 
nügen, woraus dasselbe für Funetionen (x) mit der Func- 
tionalgleichung: 
pa +) — ga): Pl) 
folgt. Zu diesen Functionen gehört auch die I-Function. 
Ist g(x) eine Constante, so ist, wie die Exponentialfunction 
zeigt, eine algebraische Differentialgleichung möglich, da in die- 
I@) 


sem Falle ER, 0 ist, so dass die linke Seite von (8) identisch 
erfüllt ist. 


BB 
Die additiv periodischen Funetionen zweiter Gattung mit der 
Functionalgleichung px + c)=r(x): p(x). 


Ist 
(1) ya t)=rla): PR), 
also 
2) v@+)-T + u), 


so bleibt die Untersuchung für die neue Y-Function dieselbe wie in 
$ 1, für 9(x) tritt überall r(x) ein. Die Existenz einer algebraischen 
Differentialgleichung für Y(x), also auch für (x), wird von der 
Existenz der der Gleichung (8) in $ 1 entsprechenden Gleichung: 


ı® 
Tr 


(3) Es I R@)—Re+0) 


abhängen. 


9, (&) 
Setzt man r(x) = EBEN. also 
vr (&) a (a): 92(8) — 92 (a) - (@) er) 
r(&) 91 (®) ° 92(%) G,(@)’ 


wobei G,(x) im Grad um mindestens eins niedriger ist als G,(x), 
so ist zunächst wieder klar, dass die linke Seite von (3) nicht für 
sich identisch sn kann, da die Graddifferenz im Zähler 
und Nenner für jede Ableitung eine andere ist. 
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Nimmt man zur weiteren Untersuchung zunächst wieder an, dass 
in (3) c; von O verschieden ist, so entsteht durch Integration: 


a 1-1 g-s—1 = 
Eur 1 A gern: >; er C lg r(&) aus C, 
(4) dx n dx 


im AR Fr j ar, (Nor 
=) —H&te)+ R@)—R(&+e)+1g er BR 


welche Gleichung die Beziehung; 


5 IE GAR PAR 1673102502 An DE 
(5) lgr(&) NEE TE 127.772). 1 STB 
oder 

@— N .,.(@— 0)" 
6 c)= ep N ne 
(6) Re @— a +o9":.-@—eo+ N" 
fordert. 


Ist also in (3) a =0, d.h. kommt unter den Ableitungen die 


0%, d.h. 7 2 selbst vor, so kann eine algebraische Differential- 


r@) 


un nur bestehen, wenn r(x) von der Form (6) ist. Da aber, 
wie in $1 im ähnlichen Falle gezeigt wurde, die Gleichung (3) 
durch Integration immer auf die untersuchte Form gebracht werden 
- kann, so folgt: 


Eine algebraische Differentialgleichung für Functionen mit 
der Functionalgleichung 


+), +9), 
und für solche mit der Functionalgleichung: 


ya re)—r(a)P@) 
kann nur bestehen, wenn r(x) im Zähler und Nenner von 
gleichem Grade ist und sich auf die Form (6) bringen lässt, 
in der die einzelnen Lösungen im Zähler und Nenner sich 
nur um die additive Constante c unterscheiden.*) 


Derartige Functionen sind z. B. jede ganze und jede rationale 
Function. 


*) Natürlich kann r(x) in (6) noch mit der Constanten c, multiplicirt sein, 


die in 2 herausfällt, so dass die Untersuchung dieselbe bleibt. 
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8 3. 
Die multiplieatorisch periodischen Funetionen zweiter Gattung 
mit der Funetionalgleichung Y(P&) = 9(&) : p(«). 


Die multiplicatorisch periodischen Functionen lassen sich be- 
kanntlich durch Substitutionen der Exponentialfunction, wenn man 
z. B. für 2: e”i®, für p:e”'" einsetzt, auf additiv periodische zu- 
rückführen. In den folgenden Paragraphen sollen dieselben ohne 
diese Umformung behandelt werden. 

Aus der Functionalgleichung 


(1) P(px) — g(@) : P«) 
folgt für die #-Function: 
h 1 
(2) va) - (ID + 9@)) 
ee 
(n) us REM (n) SE EN 
Ö +) 


Hierbei kann man von p voraussetzen, dass es keine Einheits- 
wurzel ist, denn wäre 9 =1, so folgte aus (1) 


p(p’x) = g(Px) : P(px) = I(PR) 98) P(«) 


pp’ x) = pa) = gl —ie) IP?) 9) PR), 
woraus: 
seta) gie —®a).  ga)—1, 
eine Gleichung, die nur für einige x-Werthe besteht. 
Angenommen, es gebe für Y(x) eine algebraische Differential- 
gleichung, und laute dieselbe, wie in $ 1 geordnet: 


I - 
(4) va yo... >: Ra) vo yo... yo ga LX(&)—0. 
1 


Setzt man für &:px. und benutzt die Beziehungen (2) und (3), so 
beginnt die Gleichung nach der Entwicklung mit: 
(5) ; ee, 


pe+n°+o+n +. +04) 


Multiplieirt man mit pet +++ Hat — p“ und zieht (4) 
ab, so fällt das höchste Glied heraus. 


2 
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Bei der Untersuchung, ob der Rest eine Identität sein kann, 
kann man annehmen, dass die R,(x) in (4) keine Constanten sind. 
Denn hätte eines der Glieder z. B. 


(6) vo. (m < N) 


den Coefficienten c,, so wäre dieses Glied in der Restgleichung vor- 
handen mit dem Coefficienten c,(p'=*— 1), der nicht verschwinden 
kann, da p keine Einheitswurzel sein sollte. Die Restgleichung wäre 
also keine Identität, hätte aber mindestens ein Glied m! Dimension 
weniger als die ursprüngliche Gleichung. Durch weitere Reduction 
käme man schliesslich auf eine Gleichung, die keine Glieder m*® Di- 
mension mehr hätte oder nur solche, deren Coefficienten nicht con- 
stant sind. Wir können also von vornherein die R,(x) als nicht 
constant annehmen und wollen nun die Form dieser rationalen 
Functionen untersuchen, wenn die Restgleichung identisch ver- 
schwinden soll. 


Das Glied 
(7) OO me ee) 
habe in Gleichung (4) den Coefficienten R,(x). In der Restgleichung 
lautet derselbe, wie sich aus der Entwicklung leicht ergibt: 
(8) p’ R«(px) — Bı(&). 
Setzt man 
A, Fr AET TE i. A 
BE Ba N en 


HN 


in (8) ein, so zeigt sich durch Coefficientenvergleichung, dass zum 
identischen Verschwinden von (8) zwischen den Üoefficienten im 
Zähler und Nenner die Proportion: 


2 AnarBosar 2: De 
bestehen, und dass B„+1ı = Ba+t2 =: ::—= D„—= 0 sein muss. Unter 


147 
Benutzung dieser Beziehungen ergibt sich für R,(x) die Form SR 
die wir von Anfang an in die Gleichung (4) substituiren können. 
Für die weitere Untersuchung werde wieder wie in $1 der Coef- 
fieient des Gliedes (m — 1)'* Dimension 


(9) VOR... 


A—1 
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betrachtet, der, wie dort gezeigt wurde, mit den entsprechenden 
Aenderungen lauten kann: 


PB ı 0 Pa 
(10) + Zu + pHiR(pe) — Ra), 


Kann dieser Coefficient identisch verschwinden? d.h. für alle x: 


a en ed 
a) + NER) — pHR(pe) 


sein? 
Um zu untersuchen, ob die linke Seite für sich identisch ver- 
schwinden kann, integrire man dieselbe, was die Gleichung ergibt: 


19. ı I 
g s a, I 
er et] At + a0, 


die sich durch partielle Integration der einzelnen Posten, wie leicht 
ausführbar ist, auf die Form bringen lässt: 


1-19 0 139° 
een. A g 
IE ra Bere Aa. A Eu Sohn BREI hen 1 
( ) da! ne B,& da! ? sr B,&? da? hr a Bi a, g ar 
A; ’d 
200 
= 2 RT +4,=0 


Ist g(&) = ala — &)H(® — Bu) (® — 1)”, so folgt: 
a) (al @— wm) +blg@—B)+:+m lg (@ — u) 


+m1g2 + Ri), 
wobei R(x), das von der Integration von A +... + £ herrührt, die 
x xc 
Form hat Del; 
| © 


Durch Einsetzen des Ausdrucks (14) in Gleichung (13) erkennt 

man, da die Logarithmen verschwinden müssen, dass (13) nur be- 
A D 

stehen kann, wenn entweder 5, —( ist, oder wenn g(x) nur die 

Lösung <—=0, also die Form c,x” hat. In diesem Falle wäre nämlich: 


so dass aus 
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die Logarithmen verschwinden würden. Alle Posten in (13) hätten 
dieselbe x Potenz x’ und könnten sich wegheben. 
Ist aber eine der Lösungen von 9(&) nicht null, so würde ihre 
A 
Umkreisung die Unmöglichkeit von (13) ergeben, wenn nicht ne 0 
L 
wäre. 
In diesem Falle wird aus (13), da auch 0, =0 sein muss: 
GE nd (1) oe 
| 9 
(15) et a 


welche ER die Form der linken Seite von (11) hat. Durch 
fortgesetzte Integration gelangt man zu: 


—(, 


“ 

(16) tr = 10. 

Diese Gleichung Be, nur bestehen, wenn 9(x) keine andere Lösung 
als null enthält, wie man durch ihre Integration sofort erkennt. 

Nachdem nun gezeigt ist, dass die linke Seite von (11) nur dann 
eine Identität sein kann, wenn g(x) die Form c,2” hat, werde die 
ganze Gleichung (11) auf ihr identisches Verschwinden geprüft. 

Integrirt man dieselbe, so entsteht: 


gg ı Ta 
(17) Due |, > 9.r0— 
da! Dada’ 


— [ R(a)da — pt! [ R(pa) de. 


Ist 
Ro) tn 
0 + 
or 
T, t, 
nt 


so wird aus (17), wenn man die linke Seite wieder partiell integrirt: 


da!” 
— 9,(2) — P'9,(px) + Rıla) — PRı(pe) + 
Bea @a 
(pa — au?! ... (pw — gu? 


en di € 
a8) a I + zZ I +. + | Ga+9- 
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Es ist aber | 
'd 
Hola = g@— u)+ me — u) +m1gr + RG), 
wobei R(x) von der Form x 1 ‚ da es von der Integration der 
x 


Glieder 3+ == +4 herrührt. Dabei ist vorausgesetzt, dass alle 


Lösungen von 9(x2) == 0 sind. 

Setzt man diesen Ausdruck für das Integral in (18) ein, lässt 
die Logarithmen verschwinden und ebenso CO, — 9,(&) + 2’9,(px) (da 
alles übrige eine rationale Function ergibt, die im Zähler von ge- 
ringerem Grade ist als im Nenner, also nicht gleich einer ganzen 
Function sein kann), so bleibt 


Fa “ a ul Y u: 
nun in en gnnn 2 nn a WEN; 
12) 4 da + 2 % da” Fir B,%? 42° Ex 
A_ı  g A,g DR 
Er BET um B, Fe R,&) — pP ı(P9). 
21 


Durch weitere Integration wird daraus schliesslich 


(20) 12 — Rı() — pRı(pe), 
woraus 
(21) oe 


DE— 0)". (pa—oe’ 
was unmöglich ist. 
Nimmt man in (18) an, dass g(x) die Lösung £—=0 ein- oder 
mehrfach enthalte, so führt ie Methode der fortgesetzten Integration 
auf die Gleichung: 


i t 
an a er Mt. GE 
( ) je) che (px — a)" & (px — 0)%’ 
also 
(23) Be m le we 


a wear... (pr— go)" 


Daraus folgt zunächst, dass Zähler und Nenner der linken Seite 
von gleich hoher Potenz sein müssen, weil es auf der rechten Seite 
der Fall ist. Da ferner die rechte Seite für —=0 nicht oo wird 


(denn wäre eine der Lösungen des Nenners z. B. = —=(, so wäre 


3= I, d.h. der Factor käme in der gleichen Potenz auch im Zähler 
vor und würde sich wegheben), so kann es auch die linke nicht 
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werden, also müssen sich die x Potenzen im Nenner wegheben, d.h. 
g9(x) kann keine andern Lösungen als O haben. 

Damit ist gezeigt, dass die Restgleichung nur dann identisch 
verschwinden kann, wenn g(x) von der Form c,2” ist. In allen 
andern Fällen ist sie keine Identität, enthält aber mindestens ein 
Glied m‘ Dimension weniger als die ursprüngliche Gleichung. Durch 
weitere Reduction kommt man schliesslich auf eine Gleichung, die 
nur noch Glieder von der ersten Dimension enthält: 


es) vn + DI“ ya-9+ Ra) =0. 


Setzt man wieder für ©:px und zieht (24) ab, nachdem man 
vorher mit 9°+1 multiplicirt, so bleibt als Rest eine Gleichung von 
der Form (11), die nur bestehen kann, wenn g(2) — c,2” ist. 

Damit ist gezeigt: 

Functionen y(x) mit der Functionalgleichung 
@ 1 
vo) = (5 + 9) 5 
können einer algebraischen Differentialgleichung nur dann 
genügen, wenn g(2) = 2” ist. Dasselbe gilt auch für die 
Function g(xz) mit der Functionalgleichung 


p(p&) = IlR) PR). 


S 4. 
Die multiplieatorisch periodischen Functionen zweiter Gattung 
mit der Functionalgleichung Y(px) = r(&)- p(x). 

Aus 
(1) y(px) = r(a) Pl) 
folgt 
@) Ya) = (+ Va): 

Da man den Fall, dass » eine Einheitswurzel ist, wieder aus- 


schliessen kann, so hängt die Existenz einer algebraischen Differential- 
gleichung für Y(x) ab von der Existenz der Gleichung: 


aD % _— — R(e) — p+iR(pe). 


Beim Vergleich mit den Untersuchungen über die entsprechende 
Gleichung (11) in $ 3 findet man sofort, dass die linke von (3) 


Mannheimer, Algebr. Differentialgleich. 
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nur dann identisch verschwinden kann, wenn ın dem Integrale 
’ rd 


3 —_—; keine Logarithmen vorkommen. 
x 


2) 


Setzt man r(x) = FEröh ist 
7’ (&) BY 9a — 9a - 9ı 
n MT ? 


5 SE jet tete 


sur 
+ ++... 4 S)as, 


pe 


wenn &ı...%, die Lösungen von 9,(2), Pı--. m diejenigen von 
9,(x) sind. 
Wie man sieht, ist die obige Bedingung nur erfüllt, wenn alle 


Lösungen im Zähler und Nenner null sind, d. h. wenn (0) — ist. 
&c 


Bei der Untersuchung, ob die ganze Gleichung (3) identisch er- 
füllt sein kann, unterscheiden wir wieder wie in $ 3 zwei Fälle. 
T) Keine der Lösungen von g,(x) und 9,(x) sei null. Dies führt 
zu der Bedingungsgleichung: 


A, Ts 

6 Re urn a an 

9) & er (px — 0)®.. (pn — 0)”’ 
die der Gleichung (21) in $ 3 entspricht. Hieraus ergibt 
sich, dass 

a eh 

7 re) = —— 

( @) (PR — 0)" (PR — oe)" 
sein muss; d. h. es muss im Zähler und Nenner von gleichem 
Grade sein, und die Lösungen im Zähler und Nenner dürfen 
sich nur um die multiplicatorische Constante p unter- 
scheiden. 

II) Hat g,(x) oder 9,(&) die Lösung = 0, so gelangt man zu 

der der Gleichung (23) in $ 3 entsprechenden Bedingung: 


(8) ref __ Wo)..." 


(Br o)*.. (mn— eo"? 


woraus folgt 


(2 — 0)". .. (2 — oe)" 
9 ver N le er ed 27 
© w (px — 0)* (pa — o)*’ 


wobei m auch negativ sein kann. 


14 
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Also ergibt sich: 
Die Functionen Y(x) und p(x) mit den Functionalgleichungen: 


7 (&) 


va) = (I + va) 


resp. (px) — r(X): P(R) 


können nur dann einer algebraischen Differentialgleichung 
genügen, wenn sich r(x) auf eine der Formen bringen lässt: 


a) r(&) Fr En 


(ey aa)” 


Daran, 


a v2 
(Pr —a,)".-- (pa —a,)” 


N 


c) r(2) = (90% — I — —, 
(pe — a) '--- (px — @,) ” 


wobei m sowohl positiv als negativ sein kann. 


85. 


Die allgemeinen periodischen Funetionen zweiter Gattung mit der 


Functionalgleichung % (7 = ) — g(x) resp. r(x)- (x). 


Durch eine lineare Substitution 


464 b 
cc +d 


kann man die Periode Fu inx&- ce oder in px verwandeln; 


man prüft dann die neue Function nach den vorhergehenden Regeln. 
Kann sie einer algebraischen Differentialgleichung genügen, so hat 
auch die ursprüngliche Function eine solche und umgekehrt, denn 
beide Funetionen gehen durch algebraische Substitutionen in ein- 


ander über. 


9# 


20 86. Die additiv period. Functionen zweiter Gattung zweier Variablen etc. 


8 6. 
Die additiv periodischen Funetionen zweiter Gattung zweier Variablen 
mit der Funetionalgleichung g(& + c,y)=r(x, y) - p(x, y). 


Zum Schluss werde noch eine Function zweier Variablen @(x, y) 
mit der Functionalgleichung: 


(1) (2 +6Yy)=r(a, y): pl, Y) 


untersucht. Statt p(x, y) kann auch die nach x genommene partielle 
Ableitung von lg p(z, y) geprüft werden, die wieder mit (x, y) be- 
zeichnet werde. Es ist also: 


& op“, y) 
1 0 
(2) d(ı, y) = nm) — TEE; : 


Genügt d(z, y) einer algebraischen partiellen Differentialgleichung, 
so ist dies auch mit @(z, y) der Fall, wie man unmittelbar sieht. 
Umgekehrt soll jetzt auch bewiesen werden, dass eine algebraische 
Differentialgleichung für p(z, y) eine solche für »(x, y) bedingt. 


Aus (2) folgt, wenn wir wieder die Argumente weglassen, 


0 

(3) a 
woraus 

tt 0'p ( a) ip ( Or ap ) 
( ) dato! ayı 9 % da! Ar Oyml VE ı oa tdy 7 

Au 
+ 9'941 (v Par, 
OÖ" p tt 


Es lassen sich also die partiellen Ableitungen: 
durch solche nach y ausdrücken. 


Angenommen, es bestehe für die Function p(x, y) eine alge- 
braische partielle Differentialgleichung, so kann man ihr die Form 
einer ganzen Function geben: 


0” p "op tg 
(5) la dm?’ Day! — 0 


Vermittelst der Relation (4) kann sie verwandelt werden in eine 
algebraische u 


(6) G, (2, Y9p,°°' Me 


’ TER pe 
a oy op’ 
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Diese Gleichung kann nicht identisch sein, wenn nicht, was vor- 
ausgesetzt wird, (5) identisch ist. 
Setzt man nämlich für: 


op ’ ‚Ip 


9a Fr die Grössen: v,, d% *  - Um; 
für 
2 Pa £ x 
= Kal, a die Grössen: u, - - - Urtpatıtı), 
2 
und für 


oa DEN ee 


Due SdienGrossens 21 77 2er da) 
02?’ 0y dar tay! 2 


Lan k> N 
(wobei in (5) ne als ] 


angenommen ist) so entsteht ein System 


von Gleichungen: 
2) W=2:% 


U — Vol, + 21°) 


Urt Yy@&+1+1) = Ilög 91, 21° Zatna-+ı+n), 
2 2 


das sich rückwärts auflösen lässt in: 


7 
b) 2 Z—— — 
%, 
2 
Ug 2 Ug U, 
a 
) 0 0 


Zutat) = rd, Mat) atitn)- 
2 2 


Man kann also das System betrachten als ein solches: 


1) das die EEDC+IHN) C+D(k+1-+1) 
2 2 


«w Variablen aus den 
2 Variablen und aus den + 1 v Variablen bestimmt, oder 


C+D6+I+2 
2 


2) als ein solches, das die 2 Variablen aus den 
N andune « Variablen und den + 1 v Variablen bestimmt. 


Wenn nun (6) G(% Yu nern ARD) für alle 
2 


Werthe von &--- 2a ty@-+ı--ı) verschwände, so wäre dies auch für 


2 
(IECH (* Ydy Um: Mr+n@+i+n)) der Fall für alle Werthe, die sich 
2 


aus dem Systeme a) für u, -- - Urrna+ı+1) ergeben. 
2 
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Da sich aber umgekehrt für alle beliebig gegebenen x, ---wa+y @-+ı+1) 
Sum 
nach dem Systeme b) die dazu gehörigen 2, - - - 2r+n(&-+ı+ı), berechnen 
2 


lassen und für diese Werthe G,(x,y:--2) identisch verschwindet, 
(weil G, für alle Werthe der Variablen verschwinden sollte), so 
würde auch @, für alle Werthe der Variablen verschwinden, was 
ausgeschlossen war. (Wäre in (ö) n>k, 1>m, so würden noch 
andere u und entsprechende 2 Grössen in die Systeme eintreten, ohne 
im übrigen wesentliche Aenderungen zu veranlassen). 


Gleichung (6) werde nach Dimensionen von 9, = .- 5 z ge- 
Y Yy 
. ° A A ty 
ordnet, so dass die Üoefficienten rationale Functionen von % - - - SR 
x 0Y 


x und % sind. Unter den Gliedern der höchsten Dimension werde 
dasjenige bevorzugt, das die höchste Ableitung von p nach y in der 
höchsten Potenz enthält. DBei gleichen derartigen Gliedern ent- 
scheide die nächst höchste Ableitung u. s. w. Nachdem man noch 
durch den Coeffiecienten des höchsten Gliedes dividirt hat, laute 
die Gleichung: 


Mg \Mı (Me p\ ta DM p My EN) Pal! a 
( 2) © 2) 42 ui m, ) Ir RB; (2% 2, Y% ; IA ea, n I 
7) oy 0y oyr 0x0y ya 


ae e Xu) 0. 


oy“r oy"r 


Dabei ist 
m >m>. >m; Wr bu —m 


Differenzirt man diese Gleichung (7) nach x, so entsteht unter Be- 
rücksichtigung der Beziehung (4) 


a Kı—1 Prake OT 7) O% elle 02 Ma 
Me 


yet OyMa öy" m—1 oy Oy 
Or o\"r 0a p\Hı (098 Ma 
EC 
oyr. Oma 
’ RR BE [ 6” 9 a 
(8) (> day ah TPzm 
ne+f gm u DM — 8 
ee) 
Ir ‚9; (ö dx° oyf Oy"a Oy"rT® 
0x 
OK, 9) 


+ de =. 
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Ausmultiplieirt ergibt sich 
ok) Mı Pohl 19 Ma dr p Ur 
' 0 CE“... (+0 
NET) ee er) 
Dividirt man durch (+ w +: + w)b =m-% und zieht Gleichung 
(7) ab, so fällt das höchste Glied heraus. Zur Beantwortung der 


Frage, ob der Rest identisch verschwinden kann, werde das Glied 
betrachtet: 


(10) @ a, & =. SE @ A ( 2) 
d ya d ya d yr d yır —ı1 


das folgenden Coefficienten haben kann: 
I. aus dem ersten Glied von (7) resp. (8) 


N, mM, op i 
m» 0y’ 
II. wenn ein Glied der Form (10) selbst in (7) vorkam; war dort 


sein Coefficient: 

ı\ayY a): 
so lautet derselbe, wie sich durch die Entwicklung leicht er- 
gibt, in der Restgleichung: 


da oyf 


OR, (2 Y, % Sr. 
0% 
MY 
Es könnte also als Gesammtcoefficient erscheinen: 
0 +fy ) 
oa oy! 


Ob OR, (= Y,Y-- 
Bet - 


r r Yy dx 
(11) TED TREE 
Kann dieser Coeffieient identisch verschwinden? d.h. 
e-+-f 
FR OR, (« Y,W% N) 
(12) ee.) 
sein? 

Nehmen wir an, dass eine algebraische Differentialgleichung für 
die d-Function nicht existirt, so könnte (12) nur identisch O sein, 
wenn sich Posten für Posten wegheben würde. A, kann keine ratio- 
nale Function sein, denn ihre Ableitung nach x wäre wieder eine 


rationale Function, die nicht durch On E aufgehoben werden kann. 
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e+f / 
Nehmen wir also R, als 9 (2, Yıb--- De) an, so müsste 
nach (12) He / 
Oo __ pay ::.) / 
(13) a / 


sein. Dies ist unmöglich, denn das Glied c, E könnte nur auf- 


gehoben werden, wenn auf der rechten Seite ein Glied c,% = wäre, 


%ah 
was ein Glied c, x? En bedingte u. s. w. / 


Wenn also für a y) keine algebraische Differentialgleichung 
besteht, ist (11) keine Identität, woraus dasselbe für die’ reducirte 
Gleichuge folst. 

Man kann nach demselben Princip weiter reduciren und wird 
schliesslich auf eine Gleichung kommen: 


(14) + R@y9:-)=0. 
Differeneirt man nochmals nach x, so: 
(15) et u 
Dividirt man durch % und zieht (14) ab, so bleikt: 
OR, yW--- 
(16) RIP I_Rlayp)—0 
[7 
oder 
e+/ 
&C 
(17) EAN. N... 


Da diese Gleichung nicht so bestehen kann, dass sich Posten gegen 
Posten weghebt, indem auf der linken Seite höhere Ableitungen vor- 
kommen als auf der rechten, so würde sie eine algebraische partielle 
Differentialgleichung für die y-Function darstellen. 

Es ist also gezeigt, dass für die @-Funetion nur dann eine 
algebraische partielle Differentialgleichung existirt, wenn auch eine 
solche für y(x,Yy) besteht. 

Es kann daher statt g(x,y) auch »Y(z,Yy) untersucht werden. 


/ 
f 
/ 
/ 
/ 
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Aus der Functionalgleichung (1) für p(x, y) folgt: 


| ann 4) 
(18) vatW-etrR N, 
woraus durch Differentiation (unter Weglassung der Argumente): 
ör 
(19) Fya+ ec, y) en NEL 
dad! Day  Daray! 


Angenommen, es bestehe für die Y-Function eine algebraische 
partielle Differentialgleichung, so liesse sich dieselbe in die Form 


s+t 
einer ganzen Function von %--- > Be bringen mit Coefficienten, die 
ur, 
rationale Functionen von x und y sind: 
oa 0" ap PEN 0" ap tip gr 
= %® A Pr CE Er ee 


Man kann annehmen, dass eines der Glieder der höchsten Dimen- 
sion v den Üoefficienten 1 hat. 

Da die Gleichung (20) für alle x und y gelten soll, so kann 
man auch für x: 2+.c setzen. Mit Rücksicht auf die Beziehungen (18) 
und (19) wird dann daraus: 


or | or 
or dx gt 0® He 
' 0% run 0% Bu Ey 
(21) let tr Tate De We un 


Zieht man Gleichung (20) davon ab, so entsteht wieder eine 
ganze Function mit rationalen Coefficienten von x und y: 


Oo ty 
2 le er ei) En 


Wenn in (22) Glieder v** Dimension vorkommen, so können sie 
nur aus Gliedern v*" Dimension von (20) entstanden sein. Es sei das 


Aggregrat dieser Glieder in (20) 


(23) Pır(&, y) + Bela, Y)Peos(®, y) + + Bula, Y) Paola, Y), 


tt 
aoy 


worin die P Producte von Potenzen von % --- von der v'® Di- 
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mension sind, die alle von einander verschieden sind; die R bedeuten 
wie immer rationale Functionen. 

Setzt man in P;,(&, y) für x: 2 + c ein und entwickelt, so er- 
hält man nur ein Glied v'" Dimension; also ist das Aggregat der 
Glieder v' Dimension in (22): 


(24) (Bra +e,9— Bra, Y)Po(l@ y)+:-- 
ar (Ru(® Tr C, Y) Äonas Ru(&, y)) Ale Yy). 


Es kann aber R,(x +c,y) — R,(z, y) nicht für alle «- und 
y-Werte verschwinden, denn für ein festes y müsste 


R,(& + ec, yı) = R.(&, Yı) 


sein für jedes x, was, wie früher gezeigt wurde, nicht mög- 
lich ist. 

Ist also eine von den R-Functionen nicht constant oder nicht 
eine reine Funktion von %Y, sondern eine rationale Function von & 
und y, so ist Gleichung (22) keine Identität, sondern von der v'“ 
Dimension, enthält aber mindestens ein Glied dieser Dimension weniger 
als die ursprüngliche Gleichung (20). Man kann das angewandte Ver- 
fahren fortsetzen und wird schliesslich auf eine Gleichung kommen, 
in der alle Glieder v*" Dimension Coefficienten haben, die reine 
Functionen von % oder constant sind: 


(25) GR, YyVvayD)—0. 
Dann enthält aber die Gleichung: 


26) Bat, dat.) — la, y, v9. )—=0 


keine Glieder vo“ Dimension mehr. 


Um zu prüfen, ob (26) eine Identität sein kann, werde ein Glied 
(v— 1) Dimension betrachtet. Alle Glieder dieser Dimension stammen 
entweder aus Gliedern v** oder (v — 1)" Dimension der ursprüng- 


lichen Gleichung (25). 
Seien die Glieder v'*" Dimension in (25) 


2) Pre, )+ RW)Perl&Y) ++ RW)Po(a, Y), 


wobei die R,(y) auch constante Grössen sein können. Es sei 


a +bdı a % + ba 23 nt dn en 
(28) Pı2(&, y) = : a : : a r a: 2 a + ? 
02'0y' 0x °0y” de "oy” 
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wobei +, +:--:-+0,=v; die a, oder b, können alle oder 
teilweise null sein; die einzelnen Ableitungen sind unter sich 
verschieden. 

Die Differenz Pı,(& + c, y) — Pı,(&, y) liefert u. A. das Glied 


ıtbı a—1 dot da &o nt dn & 
(29) Zaun Ze. RE 
day" daroy” Da röy" 


ör 
a+d0% 
N ira 


mit dem Üoefficienten: &, - ——- 
Oaady" 

Aus dem Aggregat (27) kann ein Glied der Form (29) nur dann 
noch hervorgehen, wenn eines der Producte die Form hat: 


ua a4+b, a—1 a,+b 3 

d d d n Ray n 

(30) Prela, di —\.(— |, 
7 0x 0y danoy" 


DIREATEN DT BEN 
» ; nicht gleich ———- sein kann, sonst aber gleich einer 
x0y gamoy 


der in P,,(z, y) vorkommenden Ableitungen. Es ist dann in der 
Restgleichung (26) das Glied (29) enthalten mit dem Coefficienten: 
or 
zn: 0% 


worin 


Bl) wenn R,(y) der Coefficient von P,,(x, y) war. Solche 


Posten können sich mit dem zuerst erhaltenen vereinigen. Aus den 
Gliedern (v — 1)'® Dimension kann nur dann ein Product von der 
erwähnten Form entstehen, wenn eines der Glieder selbst die Form 
hatte. War sein Coefficient in (25) R(x, y), so lautet derselbe in (26) 
R(& am 6, y) ve Re, y). 

Es könnte also der Gesammtcoefficient des Gliedes (29) in der 
Restgleichung lauten: 


or or 
ae RE 
1) ann Er Dr) —— ar FRe+OoN—R@y). 


Könnte derselbe nicht verschwinden, so wäre der Rest sicher keine 
Identität. Man könnte nach derselben Methode weiter reduciren 
und käme schliesslich auf eine Gleichung, die nur noch Glieder von 
der 1. Dimension enthielte mit Coefficienten, die rationale Frunctionen 
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von y% oder constant sind. Die Reduction dieser Gleichung würde 
dann auf eine Gleichung der Form (31) führen. 

Also hängt die Existenz einer algebraischen Differentialgleichung 
für d(z,y) mit dem Bestehen dieser Gleichung zusammen. 

Da die allgemeine Untersuchung von (31) zu complicirt ist, soll 
sie hier nur für den speciellen Fall der B-Function durchgeführt 
werden. 

Aus der Beziehung: 

ia) LT" 
Bi, y)= 
ergibt sich | 


Bea+l,y)=;7, B@ y). 


Also wäre in diesem Falle | 


rt 
r(z, Yy) won ty?’ 
woraus sich ergibt: 
Or 
BE 3 2 
r  a@-+ay 


or 


Setzt man für = kurz r,, so müsste die Gleichung bestehen 
können: 


oa +b, r, 
Roy 


(31a) 


+ D’Rır:(9) 


Durch Differentiation findet sich, dass 


a R R 


an n n n 
0 a De: N 00 


a n! 
EEE a a 0a lay + yet 


ist. 

Da also in (31a) die verschiedenen Ableitungen einander gleich 
sein können, kann die linke Seite für sich verschwinden, während 
die rechte natürlich O0 sein kann, indem R(x, y) eine Constante oder 
eine reine Function von % oder überhaupt O ist. | 

Also lässt sich aus der Bedingungsgleichung ein Schluss für 
die B-Function nicht ziehen. 
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sT. 


Zusammenstellung der Resultate. 


D) Functionen p(x) mit der Functionalgleichung 
Pa +) = ga): Pl“) 


genügen keiner algebraischen Differentialgleichung. 


II) Functionen g(x) mit der Functionalgleichung 
ya + e)—=rla): Pla) 


können nur dann einer algebraischen Differentialgleichung genügen, 
wenn sich r(x) in die Form bringen lässt: 


az a on 


+0 — 0)... +c— et 


III) Functionen p(x) mit der Functionalgleichung 
P(PX) = ge) Pl), 
wobei |p|=* 1 ist, können nur dann einer algebraischen Differential- 


gleichung genügen, wenn g9(x) die Form c,x” hat. 


IV) Für Funetionen (x) mit der Functionalgleichung 
y(px) = re): Pla) 


ist eine algebraische Differentialgleichung nur möglich, wenn r(«) 
eine der Formen hat: 


C 
a) r(&) 3 a 


(0 — a)". (2 — eo)" 
b) ra) =, — —— II, 
ae (px — 0)... (pw — 0)" 
oder 
(2 — @)* (0 — eo)" 


2 IR (9x — o)%..-(pe—g)‘’ 


wobei alle Exponenten auch negativ sein können. 
V) Die Untersuchung für Functionen p(x) mit der Functional- 
eh) —g(x) resp. r(x)- 9) ist auf die vorher- 


gehenden Fälle zurückführbar. 


gleichung: 9 ( 
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VI) Die Functionen zweier Variablen p(x, y) mit der Functional- 
gleichung: (x + c,y)=r(x): p(x, y) können nur dann einer alge- 
braischen partiellen Differentialgleichung genügen, wenn für r(x) die 
Gleichung bestehen kann: 


2 2 
zatdı 0% zr+i0® 
r > } TY 
— R i Felt NN ee R wis R . 
& andy An h-+ ;(Y) dt oy (2, Y) (® nie C, Y) 
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